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Hilbertov Nullstellensatz

Neka je F algebarski zatvoreno polje, i R = F[X1,...,X,].
HN,. Za I < R, I(V(1))) =/T.
HN2. ZaI< R, I#R, V(I) #@.
HN3. Ako f1,..., fm € R ne generisu R postoji a € F" tako da
fila)=0zasvei=1,...,m.
o V(I)={aeF™(Vfel) f(a)=0};
e I(V)={feR:(VaeV) f(a)=0};
o VIi={feR((3k>1) fFel}.

Tvrdenje. HNy{, HN5 i HN3 su ekvivalentni.



Rabinovicev trik: HN3 == HN;

Nekaje IR, I +R, I =(f1,...,fm), 1 g L(V(I)), g 0.
U F[X1,...,X,,Y] posmatrajmo polinome fi,..., fi,,1-Yg; oni

nemaju zajedni¢ku nulu u F™*1.

Prema HN3, postoje o;(X,Y),B(X,Y) € F[X,Y] tako da:
Tioa(X,Y)fi + B(XLY)(1-Yg) =1
ZaY = é, dobijamo:
i o (X, é)fi =1
Za dovoljno veliko k, g*o; (X, %) €eR, it

9" =Yg (X, ) fiel



Eliminacija kvantifikatora (QE)

Definicija. Neka je T' L-teorija.
a) Neka je @(v) L-formula. Kazemo da T' eliminise

kvantifikatore u @(v) ako postoji beskvantorna L-formula

P (v) takva da:
T Vo (o) < W(D)).

b) T eliminiSe kvantifikatore ako eliminise kvantifikatore u

svakoj L-formuli @ (7).

Teorema. ACF eliminise kvantifikatore.



Dokaz NHs

Neka je I =(f1,..., fm) # @, neka je M 2 I maksimalan nadideal,
neka je £ = F[X]/M kolicnicko polje, i neka je E algebarsko

zatvorenje od E.

Tada E = 37 @(Z,a), gde su a € F koeficijenti polinoma
fis--oy fm 1 ©(Z,a) je konjunkcija formula f;(Z) = 0.

Prema QE, ACF & (Y0)(3z @(z,v) <> P(v)) gde je b(v)
beskvantorna, pa E £\ (a).

Kako je F < E, ae F i(v) je beskavntorna, F' = (a).

Kako F = ACF, F = 3% @(z,a).



Sintaksni kriterijum za QE

Teorema. Neka je T' L-teorija. Sledeéi iskazi su ekvivalentni:
(1) T eliminise kvantifikatore;

(2) za svaku beskvantornu L-formulu @(z,v), T eliminise

kvantifikator u 3z @(z,v).

Komentar. U prethodnoj teoremi mozemo da pretpostavimo da je
@ (x,v) konjunkcija literala (atomske i negacije atomskih formula)

u kojima se = pojavljuje.

Definicija. Formula je prosta ako je oblika 3x @ (z,v), gde je

@(x,v) konjunkcija literala u kojima se z pojavljuje.

Teorema. DLO eliminise kvantifikatore.



Semanticki kriterijum za QE

Definicija. Za L-strukture A i B, neN, ae A" i be B", pisemo
(A,a) = (B,b) ako za sve L-formule ¢ (o) vazi:

AEo@(a) < Beo(b).

Pisemo (A,a) =, (B,b) ako prethodna ekvivalencija vazi za sve

proste L-formule @ ().

Teorema. Neka je T' L-teorija. Slede¢i iskazi su ekvivalentni:
(1) T eliminise kvantifikatore;
(2) (VA,BET)(YneN)(Vae A" be B")
(A,3) 21 (B,B) = (A,a) = (B,D);
(3) (VA,BET)(VneN)(Vae A",be B")
(A,3) 25 (B,D) = (A,3) =, (B.D).



Primer

Teorema. ACF eliminise kvantifikatore.



