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Sa proslog predavanja

Neka je T L-teorija i vy fiksirana promenljiva.
e T je konacno potpuna ako:

o T je konacno zadovoljiva, tj. svaki konacan podskup od T
ima model;

o za svaku L-reCenicu ¢ vazi:
eeT ili ~peT.

e T je Henkinova ako za svaku L-formulu @(vg) postoji

konstanta c € £ takva da:

(Fvo @(vo) = @(c)) € T.



Henkinova konstrukcija

Teorema. Neka je T' L-teorija koja je konacno potpuna i
Henkinova. Tada postoji model A = T takav da |A| < || £].
Dokaz.
e Neka je C c £ skup simbola konstanti; C' # @.
e Definisimo na C relaciju ~ sa:
c~d <= (c=d)eT.
e Tvrdenje A. Relacija ~ je ekvivalencija na C.

e Dokaz tranzitivnosti. Pp (¢ =d),(d=¢€) eT. Kako
{c=d,d=e,c+ e} nije zadovoljiv, {c=d,d=e,cxe} ¢ T,
pa (c+e)¢T, odakle (c=e€)eT. O



Henkinova konstrukcija cont'd

e Neka je A:={[c]:ce C}; primetimo |A| <|C| < |L] < | £]-
e Na skupu A definisemo L-strukturu A sa:

o ¢* =[] za simbol konstante c;

o fA[e1]s- .-, [en]) :=[d] ako (f(ci,...,cn) =d) €T za
funkcijski simbol f arnosti n;

o R*[c1],...,[cn]) : = R(ci,...,c,) €T za relacijski

simbol R arnosti n.



Henkinova konstrukcija cont'd

e Tvrdenje B. Interpretacije funkcijskih i relacijskih simbola su
dobro definisane.

e Dokaz. Po Henkinovom uslovu za formulu f(cq,...,¢,) =vo

postoji d € C' tako da:

(v f(e1y.ovyen) =vo = f(ery..yen)=d) € T.
Kako
{Fuo fler,y..yen) =vo = fler,...yen) =d, fer, ... cn) #d}
nije zadovoljiv, taj skup ¢ T', tj. (f(c1,...,¢cn) #d) ¢ T,
odakle (f(c1,...,cn)=d) € T.



Henkinova konstrukcija cont'd

e Nezavisnost od izbora. Neka (¢; =¢}),...,(cn =¢)),
fleryooyen)=d, f(ch,....c,)=d € T.
Kako {c1=¢],...,cn=¢), f(c1,...,en) =4,

flcy, ... ch) =d',d+d} nije zadovoljiv, taj skup ¢ T, tj.
(d+d'") ¢ T, odakle (d=d") € T.

e Slicno za interpretacije relacijskih simbola. O]



Henkinova konstrukcija cont'd

Tvrdenje C. Za svaki term t(z) vazi t*([c1],...,[cn]) = [d]
ako i samo ako (t(c1,...,¢,) =d)eT.

Dokaz. Indukcijom po slozenosti terma t.

Tvrdenje D. Za svaku formulu ¢(Z) vazi

AE@([c1],...,[cn]) ako i samo ako @(ci,...,c,) € T.

Dokaz. Indukcijom po slozenosti formule .

Kraj dokaza. Specijalno, prema tvrdenju D, za svaku reenicu

@ vazi A E @ ako i samo ako ¢ € T; dakle, AET.



Primene kompaktnosti

Donja LST teorema. Zadovoljiva £-teorija ima model

kardinalnosti < | £].

Gornja LST teorema. Ako L-teorija T ima beskonacan model,

onda ona ima model kardinalnosti k za svako k > | £].

Primer. Postoji nearhimedovsko polje elementarno ekvivalentno sa
R.

Karakterizacija podstruktura. Neka je T teorija i A struktura.
Tada:
ATy < (ABET) ALB,

gde Ty ={@ ell;: T E @}.

Primer. Fldy = ACFy = ID.



Elementarna ekvivalentnost

Definicija.
(a) L-teorija T je potpuna ako je zadovoljiva i za svaku
L-reCenicu @ vazi T E @ ili T E -@.
(b) Teorija strukture A je potpuna teorija:
Th(A) ={@: ¢ je L-reCenicai Ak @}.
(c) L-strukture A i B su elementarno ekvivalentne, A = B, ako za
svaku L-reCenicu @ vazi AE @ <— BE @.

Ekvivalentno, ako Th(A) = Th(B).

Komentar. T je potpuna < (VA,BET) A=3B.

Primer. Az2B = A=3B.



Tamo-amo ekvivalencija

Definicija. Neka su A i B L-strukture, @ € A™ i be B"™. Pisemo

(A,a) =4 (B,b) ako za svaku beskvantornu formulu @(z) vazi:
AEe@(a) < Be o).

U tom slucaju kazemo i da je @~ b parcijalni izomorfizam.

Definicija. Neprazna familija parcijalnih izomorfizama 7 je

tamo-amo sistem ako:

e za svako (@ + b) € T i svako c € A postoji d € B tako da
(acr bd) €T,

e za svako (@~ b) € T i svako d € B postoji c € A tako da
(acr bd) eT.

A =4, B znadi da postoji tamo-amo sistem izmedu A i B.



Tamo-amo ekvivalencija cont'd

Primer. Ako A,B = DLO, onda A =, B.

Teorema. Ako A =, B, onda A = B.

Posledica. DLO je potpuna teorija.

Komentar. Obratna implikacija u teoremi ne vazi.

Teorema. Ako A =, B, i Ai B su prebrojive, onda A = B.

Posledica (Kantor). Svaka dva prebrojiva gusta linearna uredenja

bez krajeva su izomorfna.



Potpunost AC'Fy,

Lema. Neka A, B = ACF,, ac A" i be B". Slede¢i iskazi su
ekvivalentni:

(1) (A.a) =g (B,b);

(2) (VF(X)eZ[X])(f(a)=0 < [f(b)=0);

(3) postoji n: Q(a) — Q(b) takav da n(a) = b.



Poptunost AC'Fj cont'd

Teorema o dizanju izomorfizma. Neka je n: F} = B

(a) Neka je c algebarski nad Fy, i m(X) € F1[X ] minimalni

polinom za c¢. Neka je d koren polinoma nm(X). Tada postoji:
f: Fi(c) — Fy(d) takav da i1, =1 i i(c) = d.

(b) Neka je ¢ transcendentan nad F7, i d transcendentan nad Fo.

Tada postoji:

fi: Fi(c) — Fy(d) takav da fi;z, =7 i A(c) = d.



Potpunost AC'Fj cont'd

Teorema. ACF, je potpuna.



Erenfojht-Frajseove igre

Definicija. Neka su A i B L-strukture. Erenfojht-Frajseova igra
EF(A,B) je sledeca igra za dva igraca. U n-tom koraku igrac |
bira proizvoljan element z € Au B. Ako je igrac | izabrao

ap :=x € A, igrac |l bira b, € B, a ako je igrac [ izabrao

by :=x € B, igrac |l bira a, € A.

lgra¢ |l pobeduje ako (A,a) =,5 (B,b).

Teorema. A =4, B ako i samo ako igrac Il ima pobednicku
strategiju za EF (A, B).



