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Svojstvo fiksne taqke

Definicija

Topoloxki prostor X ima svojstvo fiksne taqke (SFT) ako

za svako neprekidno preslikava�e f : X → X postoji x ∈ X
takvo da f (x) = x.

Primer (Brauerova teorema)

Zatvoreni disk ima svojstvo fiksne taqke.
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Svojstvo fiksne taqke

Neka je G konaqno generisana Abelova grupa, T �ena

torziona podgrupa i φ ∈ End(G). Tada je

φ : G/T → G/T, [g] 7→ [φ(g)],

dobro definisan endomorfizam i ima matricu A u odnosu

na bazu slobodne Abelove grupe G/T.

Definicija

Trag endomorfizma φ : G → G konaqno generisane Abelove

grupe G je

Tr(φ, G) = Tr(A).
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Svojstvo fiksne taqke

Definicija

Neka je R glavnoidealski domen, X topoloxki prostor

takav da je za svaki ceo broj i > 0 homoloxka grupa Hi(X; R)
konaqno generisana i Hj(X; R) = 0 poqevxi od nekog j. Tada
za neprekidno preslikava�e f : X → X definixemo

Lefxecov broj

LR( f ) =
∞

∑
i=0

(−1)iTr( f∗, Hi(X; R)).

Tako�e va�i da je

LR( f ) =
∞

∑
i=0

(−1)iTr( f ∗, Hi(X; R)).
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Svojstvo fiksne taqke

Teorema (Lefxec)

Neka je X kompaktan topoloxki prostor koji ima strukturu

mnogostrukosti ili CW-kompleksa, R glavnoidealski

domen i neka je f : X → X neprekidno preslikava�e. Ako je

LR( f ) 6= 0, tada preslikava�e f ima fiksnu taqku.

Primer

Kompleksni projektivni prostor CPn ima svojstvo fiksne

taqke ako i samo ako je n paran broj.
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Kompleksni projektivni prostor i SFT

I n = 2k: H∗(CP2k; Z) = Z[c]/〈c2k+1〉, dim(c) = 2. Za
neprekidno preslikava�e f : CP2k → CP2k, imamo

f ∗(c) = mc za neko m ∈ Z. Odatle sledi

LZ(CP2k) = 1 + m + m2 + · · ·+ m2k 6= 0.

I n = 2k− 1: Preslikava�e f : C2k \ {0} → C2k \ {0},
(z1, z2, . . . , z2k−1, z2k) 7→ (−z2, z1, . . . ,−z2k, z2k−1), indukuje
neprekidno preslikava�e CP2k−1 → CP2k−1 koje nema

fiksnu taqku.
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Grasmanove mnogostrukosti

Definicija

Neka je K ∈ {R, C}. Xtifelova mnogostrukost Vk,n(K) je
skup svih ortonomiranih k-torki u Kn+k.

Grasmanova mnogostrukost (Grasmanijan) Gk,n(K) je
koliqniqki prostor dobijen od Vk,n(K) tako xto
poistovetimo sve k-torke koje razapi�u isti
k-dimenzionalni potprostor.

Primer

G1,n(K) je zapravo KPn, K ∈ {R, C}.
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Grasmanove mnogostrukosti i SFT

[L. O’Neill, 1974] On the Fixed Point Property for Grassmann
Manifolds, Ph.D. dissertation, Ohio State University

Hipoteza
Grasmanova mnogostrukost Gk,n(K) ima svojstvo fiksne
taqke ako i samo ako je n 6= k i nk je paran.

O'Nil je pokazao da ako Gk,n(K) ima svojstvo fiksne taqke,
onda n 6= k i nk je paran.
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Grasmanove mnogostrukosti i SFT

I k = n: Preslikava�e g : Gn,n(R)→ Gn,n(R), U 7→ U⊥, je
neprekidno koje nema fiksne taqke.

I nk neparan: Preslikava�e g : Rn+k → Rn+k,

(x1, x2, . . . , xn+k−1, xn+k) 7→ (−x2, x1, . . . ,−xn+k, xn+k−1), je
ortogonalno, qije su sve sopstvene vrednosti

kompleksne. Ono indukuje neprekidno preslikava�e

g : Gk,n(R)→ Gk,n(R). Kad bi postojao neki

k-dimenzionalni potprostor U koji g fiksira, onda bi

g|U imao sopstveni vektor, a time i g xto je nemogu�e

jer g nema realne sopstvene vrednosti.
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Mnogostrukosti zastava

Definicija

Neka je K ∈ {R, C}. Mnogostrukost zastava FK(n1, . . . , nr),
gde r > 2, n1, . . . , nr ∈N i n = n1 + · · ·+ nr, je prostor

ure�enih r-torki (V1, . . . , Vr) me�usobno ortogonalnih
vektorskih potprostora od Kn takvih da je dimK(Vi) = ni.

Primer

I r = 2: FK(n1, n2) = Gn1,n2(K);
I n1 = · · · = nr = 1: kompletna mnogostrukost zastava.
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Mnogostrukosti zastava i SFT

[H.H. Glover, W.D. Homer, 1982] Fixed Points on Flag
Manifolds, Pacific J. Math.

Hipoteza
Mnogostrukost zastava FK(n1, . . . , nr), K ∈ {R, C}, ima
svojstvo fiksne taqke ako i samo ako su brojevi ni
me�usobno razliqiti i najvixe jedan od �ih je neparan.

Glaver i Homer su pokazali da je uslov da su brojevi ni
me�usobno razliqiti i najvixe jedan od �ih neparan

neophodan da FK(n1, . . . , nr) ima svojstvo fiksne taqke.
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Indeks nekoincidencije

Neka je M povezana topoloxka mnogostrukost. Ka�emo da

su neprekidna preslikava�a f , g : M→ M koincidentna

ako postoji x ∈ M takvo da f (x) = g(x).

Definicija

Neka je m najve�i broj neprekidnih preslikava�a na M
takvih da nijedno nema SFT i nikoja dva nisu me�usobno

koincidentna. Tada definixemo indeks nekoincidencije

mnogostrukosti M sa

NI(M) =

{
m + 1, m je konaqan,
∞, inaqe.
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Indeks nekoincidencije

I r = 2, n1 6 3 ili n2 > 2n2
1 − n1 − 1: [H.H. Glover, W.D.

Homer, 1978] Endomorphisms of the Cohomology Ring of
Finite Grassmann Manifolds, Lecture Notes in Math.

I r = 3, n1 = 1 i n3 > 2n2
2 − 1: [H.H. Glover, W.D. Homer,

1981] Self-maps of Flag Manifolds, Trans. Amer. Math. Soc.
I n1 = · · · = nr = 1: [M. Hofman, 1984] On Fixed Free Point

Maps of the Complex Flag Manifolds, Indiana U. Math. J.
I n1 = · · · = nr−1 = 1: [M. Hofman, 1984] Noncoincidence

Index of Manifolds, Pacific J. Math.
I n1 = · · · = nr−2 = 1, nr−1 > 2 i nr > 2n2

r−1 − 1: [M.
Milićević, M. Radovanović, 2022] On Self-maps of
Complex Flag Manifolds, J. Fixed Point Theory Appl.
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Indeks nekoincidencije

[M. Hofman, 1989] Noncoincidence Index, Free Group Actions
and the Fixed Point Property for Manifolds, Pacific J. Math.

Indeks nekoincidencije mo�e da se izraquna za

FC(n1, . . . , nr) (osim kad r = 3, n1 = n2 = 1 i n3 paran) kad su

jedini endomorfizmi kohomoloxkog prstena projektivni

ili gradirani endomorfizmi.
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Kohomologija kompleksnih mnogostrukosti zastava

[A. Borel, 1953] Sur la cohomologie des espaces fibres
principaux et des espaces homogenes de groupes de Lie
compacts, Ann. of Math.

Za mnogostrukost zastava F := FC(1...j, k, m) imamo opis
kohomoloxkog prstena

H∗(F; Z) = Z[x1, . . . , xj, y1, . . . , yk]/IF, dim(xi) = 2, dim(yi) = 2i,

gde je IF = 〈zm+1, . . . , zn〉, n := j + k + m i va�i

∑
i>0

zi ·
j

∏
s=1

(1 + xs) · (1 + y1 + · · ·+ yk) = 1.
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Projektivni i gradirani endomorfizmi

I Ka�emo da je endomorfizam ϕ : H∗(F; Z)→ H∗(F; Z)
projektivan ako za svako z ∈ H∗(F; Z), ϕ(z) je polinom
po xi za fiksirano i ∈ [j].

I Ka�emo da je endomorfizam ϕ : H∗(F; Z)→ H∗(F; Z)
gradiran ako postoji π ∈ Sj i λ ∈ Z takvi da

ϕ(xi) = λxπ(i) za sve i ∈ [j],

ϕ(yi) = λiyi za sve i ∈ [k].
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Projektivni i gradirani endomorfizmi

[H.H. Glover, W.D. Homer, 1981] Self-maps of Flag Manifolds,
Trans. Amer. Math. Soc.

Hipoteza
Svaki endomorfizam

H∗(FC(n1, . . . , nr); Z)→ H∗(FC(n1, . . . , nr); Z) je projektivan
ili gradiran.

Teorema

Ako je k > 2 i m > 2k2 − 1, onda je svaki endomorfizam

H∗(FC(1...j, k, m); Z)→ H∗(FC(1...j, k, m); Z) projektivan ili

gradiran.
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Projektivni i gradirani endomorfizmi

Aj,k,m := Z[x1, . . . , xj, y1, . . . , yk]/Ij,k,m, dim(xi) = 2,
dim(yi) = 2i, Ij,k,m := IF = 〈zm+1, . . . , zn〉, n = j + k + m.

Endomorfizam ϕ : Aj,k,m → Aj,k,m je indukovan jedinstvenim

endomorfizmom θ graduisanog prstena

Z[x1, . . . , xj, y1, . . . , yk] takvim da:

(1) θ(Ij,k,m) ⊆ Ij,k,m;

(2) za sve i ∈ [j], θ(xi) = aixπ(i), gde ai ∈ Z, a π : [j]→ [j] je
neka funkcija.
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Visina klase

Definicija

Visina klase c ∈ H∗(FC(n1, . . . , nr); Z), u oznaci ht(c), je
najve�e d ∈N takvo da cd 6= 0.

[S.A. Broughton, M. Hoffman, W. Homer, 1983] The Height of
Two-dimensional Cohomology Classes of Complex Flag
Manifolds, Canad. Math. Bull.

Stav
Nenula elementi minimalne visine u kohomoloxkoj grupi

H2(F; Z) su aixi, za sve i ∈ [j] i ai ∈ Z \ {0}. Visina ovih
klasa je n− 1.
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Projektivni i gradirani endomorfizmi

I θ(zm+1) 6= 0: U ovom sluqaju dobijamo da je ϕ gradirani

endomorfizam.

1o j = 1: [H.H. Glover, W.D. Homer, 1981] Self-maps of Flag
Manifolds, Trans. Amer. Math. Soc.

2o j > 2: Fiksiramo ideal I := 〈x2, . . . , xj〉. Preslikava�e
ψ : Z[x1, y1, . . . , yk]→ Z[x1, y1, . . . , yk] dato sa

ψ(x1) = θ(x1)mod I i ψ(yi) = θ(yi)mod I, i ∈ [k],

indukuje endomorfizam na A1,k,m. Iz toga �e slediti da
je endomorfizam ϕ (kog indukuje θ) gradiran.
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Projektivni i gradirani endomorfizmi

I θ(zm+1) = 0: U ovom sluqaju dobijamo da je ϕ
projektivni endomorfizam.

1o j = 1: [H.H. Glover, W.D. Homer, 1981] Self-maps of Flag
Manifolds, Trans. Amer. Math. Soc.

2o j > 2: Preslikava�e
ψ : Z[x1, . . . , xj−1, y1, . . . , yk]→ Z[x1, . . . , xj−1, y1, . . . , yk]
dato sa

ψ(p) = θ(p)mod 〈xj〉,

indukuje endomorfizam na Aj−1,k,m. Tada ψ u
pozitivnim dimenzijama slika sve u 0 ili indukuje
(j− 1)-projektivni endomorfizam. Odatle se zak	uquje
da je ϕ projektivan (poka�e se direktno ili prvo da je
j-projektivan).
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Endomorfizmi kohomoloxkih prstena realnih

mnogostrukosti zastava

U realnom sluqaju, imamo endomorfizme u kohomologiji

koji nisu ni gradirani, ni projektivni.

I [L. O’Neill, 1974] On the Fixed Point Property for
Grassmann Manifolds, Ph.D. dissertation, Ohio State
University

I [M. Milićević, M. Radovanović, 2022] Endomorphisms of
real Grassmannians that commute with Steenrod squares,
Bull. Belg. Math. Soc. Simon Stevin

I [M. Milićević] Endomorphisms of Z2-cohomology for
some real flag manifolds
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Endomorfizmi kohomoloxkih prstena realnih

mnogostrukosti zastava
[A. Borel, 1953] La cohomologie mod 2 de certains espaces
homogènes, Comm. Math. Helv.
Za mnogostrukost zastava F := FR(1...k, m) imamo opis
kohomoloxkog prstena

H∗(F; Z2) = Z2[x1, . . . , xk]/IF, dim(xi) = 1,

gde je IF = 〈zm+1, . . . , zm+k〉 i va�i

(1 + z1 + z2 + . . . )
k

∏
i=1

(1 + xi) = 1.

Ekvivalentno, zd = hd(x1, . . . , xk) gde je hd(x1, . . . , xk)
kompletan homogeni simetriqni polinom stepena d sa k
promen	ivih.
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Endomorfizmi kohomoloxkih prstena realnih

mnogostrukosti zastava

Teorema

Neka je F = FR(1...k, m), gde k, m ∈N, k > 3 i m > 2. Neka je
s jedinstveni prirodan broj takav da 2s < m + k 6 2s+1. Ako

m + k 6 2s+1 − 2, tada je svaki endomorfizam od H∗(F; Z2)
ili gradiran ili projektivan.
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Endomorfizmi kohomoloxkih prstena realnih

mnogostrukosti zastava

[J. Korbaš, J. Lörinc, 2003] The Z2-cohomology cup-length of
real flag manifolds, Fund. Math.

Stav
Nenula elementi minimalne visine u kohomoloxkoj grupi

H1(F; Z2) su xi, za sve i ∈ [k]. Visina ovih klasa je m + k− 1.

[Z. Petrović, B. Prvulović, M. Radovanović, 2020] Gröbner basis
for (partial) flag manifolds, J. Symb. Comput.

Stav
Aditivna baza od H∗(F; Z2) je data sa

BF = {xa1
1 xa2

2 . . . xak
k | a1 6 m, a2 6 m + 1, . . . , ak 6 m + k− 1}.
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Endomorfizmi kohomoloxkih prstena realnih

mnogostrukosti zastava

Teorema

Neka su a, b nenegativni celi brojevi i

a =
l

∑
i=0

ai2i i b =
l

∑
i=0

bi2i, ai, bi ∈ {0, 1}, i ∈ [l],

za neki prirodan broj l. Tada va�i slede�a kongruencija(
a
b

)
≡

l

∏
i=0

(
ai

bi

)
(mod 2).
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Endomorfizmi kohomoloxkih prstena realnih

mnogostrukosti zastava

Za m + k ∈ {2s+1 − 1, 2s+1} mogu da se pojave i drugi tipovi

endomorfizama.

Primer

Za k = 3 i m = 4, sa ϕ4(x1) = x1, ϕ4(x2) = x2 i

ϕ4(x3) = x1 + x2 je definisan jedan endomorfizam od

H∗(FR(1, 1, 1, 4); Z2) koji nije ni gradiran, ni projektivan.

Primer

Za k = 3 i m = 5, sa ϕ5(x1) = x1, ϕ5(x2) = x2 i

ϕ5(x3) = x1 + x2 + x3 je definisan jedan endomorfizam od

H∗(FR(1, 1, 1, 5); Z2) koji nije ni gradiran, ni projektivan.
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Endomorfizmi kohomoloxkih prstena realnih

mnogostrukosti zastava

Teorema

Neka je F = FR(1, 1, m), gde m ∈ {2s+1 − 1, 2s+1} za neko
s ∈N.

i) Ako m + 2 = 2s+1 − 1, tada je svaki netrivijalan

endomorfizam od ϕ : H∗(F; Z2)→ H∗(F; Z2) ili
gradiran ili projektivan ili zadovo	ava

ϕ(xi1) = x1 + x2, ϕ(xi2) = xi, gde i1, i2, i ∈ [2] i i1 6= i2.
ii) Ako m + 2 = 2s+1, tada je svaki netrivijalan

endomorfizam od ϕ : H∗(F; Z2)→ H∗(F; Z2) ili
gradiran ili projektivan ili zadovo	ava

ϕ(x1) = a1(x1 + x2), ϕ(x2) = a2(x1 + x2), gde a1, a2 ∈ Z2 i

(a1, a2) 6= (0, 0).
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